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A. Introduction. QCD and High‐Energy Physics

QCD is an elegant theory of the strong interactions – the 
gauge theory of color transformations. It has a simple 
Lagrangian

(sums over flavor and color are implied)

Parameters:   g; m1, m2, m3, …, m6
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However, the calculation of experimental observables is 
quite difficult, for 2 reasons:

(i) there are divergent renormalizations; the theory 
requires regularization

perturbation theory
a singular limit 

• Λ → ∞ (GeV)
• or, a → 0     (fm)
• or, n→ 4

(ii) quark confinement;
the asymptotic states are color singlets, whereas the 
fundamental fields are color triplets.
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Nevertheless, certain cross sections can be calculated 
reliably ‐‐‐
‐‐‐ inclusive processes with large momentum transfer 
(i.e., short‐distance interactions)

The reasons that QCD can provide accurate predictions 
for short‐distance interactions are

asymptotic freedom
αs(Q2)  ~   const./ln(Q2/Λ2)      as      Q2 → ∞

the factorization theorem
dσhadron ~ PDF   ⊗ C

where C is calculable in perturbation theory.

The PDFs provide a connection between quarks and 
gluons (the partons) and the nucleon (a bound state).
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Global Analysis of QCD and Parton Distribution Functions

dσhadron ~ PDF ⊗ C          (sum over flavors implied)

The symbol ~ means “asymptotically equal as Q → ∞”;
the error is O(m2/Q2) where Q is an appropriate (high) 
momentum scale.

The C’s are calculable in perturbation theory.

The PDFs are not calculable today, given our lack of 
understanding of the nonperturbative aspect of QCD 
(binding and confinement). But we can determine the 
PDFs from Global Analysis, with some accuracy.
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B. Properties of the PDFs ‐‐ Definitions
First, what are the Parton Distribution Functions? (PDFs)

The PDFs are a set of 11 functions,

fi(x,Q2) where
GeV2Q

1x0

~>
≤≤ longitudinal momentum fraction

momentum scale

543210i ±±±±±= ,,,,,

f0 = g(x,Q2) the gluon PDF
f1 = u(x,Q2) the up‐quark PDF
f‐1 = u(x,Q2) the up‐antiquark PDF
f2 = d    and    f‐2 = d
f3 = s     and    f‐3 = s
etc.

-

-
-

parton index

Exercise:
What about the top quark?
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B. Properties of the PDFs

Second, what in the meaning of a PDF? 

We tend to think and speak in terms of

“Proton Structure”

u(x,Q2)  dx = the mean number of up quarks with 
longitudinal momentum fraction from x to x + dx, 
appropriate to a scattering experiment with momentum 
transfer Q.

u(x,Q2) = the up‐quark density in momentum fraction

This heuristic interpretation makes sense from the LO 
parton model. More precisely, taking account of QCD 
interactions, dσproton = PDF ⊗ C .
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fi(x,Q2) = the density of parton i
w.r.t. longitudinal momentum fraction x

longitudinal momentum fraction,
carried by parton type i

valence up quark density,

valence down quark density,

valence strange quark density
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Example.
DIS of electrons by protons; e.g., HERA experiments

Xepe +→+

(summed over flavors!)

in lowest order of QCD
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But QCD radiative corrections must be included to get a 
sufficiently accurate prediction.
The NLO approximation will involve these interactions …

From these perturbative calculations, we determine the 
coefficient functions Ci(NLO), and hence write

)()()( NLO
i

i

NLO
iep CPDF ⊗σ ∑~

Approximations available today: LO, NLO, NNLO
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The Factorization Theorem
For short‐distance interactions,

ijj
ji

ipp

i
i

iep

CPDFPDF

CPDF

⊗⊗σ

⊗σ

∑

∑

)()(

)(

,
~

~

and the PDFs are universal !

We can write a formal, field‐theoretic expression,

although we can’t evaluate it because we don’t know 
the bound state |p>.
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Exercise.

Suppose the parton densities for the proton are known,

(A) In terms of the fi(x,Q2), write the 11 parton densities 
for the neutron, say, gi(x,Q2).

(B) In terms of the fi(x,Q2), write the 11 parton densities 
for the deuteron, say, hi(x,Q2).

( ) { }5,,2,1,0 i Qxf
2

i ±±±= Kfor       ,
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B. Properties of the PDFs – Q2 evolution

Evolution in Q
The PDFs are a set of 11 functions,

fi(x,Q2) where
GeV2Q

1x0

~>
≤≤ longitudinal momentum fraction

momentum scale

fi(x,Q2) = the density of partons of type i, carrying a 
fraction x of the longitudinal momentum of a proton, 
when resolved at a momentum scale Q.

The DGLAP, or RG, Evolution Equations …
We know how the fi vary with Q.
That follows from the renormalization group.
It’s calculable in perturbation theory .
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The DGLAP Evolution Equations
V.N. Gribov and L.N. Lipatov, Sov J Nucl Phys 15, 438  
(1972); G. Altarelli and G. Parisi, Nucl Phys B126, 298 
(1977);
Yu.L. Dokshitzer, Sov Phys JETP 46, 641 (1977).

Solve the 11 coupled equations numerically.
For example, you could download the program HOPPET.
G. P. Salam and J. Rojo, A Higher Order Perturbative Parton Evolution 
Toolkit; download from http://projects.hepforge.org/hoppet
… a library of programs written in Fortran 90.

B2
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Some informative results obtained using HOPPET
Starting from a set of “benchmark input PDFs”, let’s use 
HOPPET to calculate the evolved PDFs at selected values 
of Q.
For the input (not realistic but used here to study the 
evolution qualitatively):

Output tables 

B2

Q0
2 = 2 GeV2
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The Running Coupling of QCD



The QCD Running Coupling Constant

Evolution of αS as a 
function of Q, using
• the 1‐loop beta 
function,
• with NF = number of 
massless flavors = 0, 2, 
4, 6.

For Global Analysis, we 
need an accurate 
αS(Q2).
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The QCD Running Coupling Constant

Evolution of αS as a 
function of Q, using
• the 1‐loop beta 
function (red) and the 
3‐loop beta function 
(blue),
• with NF = number of 
massless flavors = 0, 2, 
4, 6.

For Global Analysis, we 
need an accurate αS(Q2).
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The QCD Running Coupling Constant

Red curve: 1‐loop beta 
function; NF = number 
of massless quark flavors 
= 4.

Red points: 1‐loop beta 
function from HOPPET.

The blue curve and blue 
points, are the same for 
the 3‐loop beta function.
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The QCD Running Coupling Constant

How large are the 2‐
loop and 3‐loop 
corrections for 
αS(Q2)?

Orange: 
2‐loop / 1‐loop

Red:
3‐loop / 1‐loop

B2 9cteq ss 11
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Exercise: What does it mean?

Asymptotic Freedom

Why does QCD have this property?



Examples from HOPPET

U‐quark PDF evolution :

Black : Q = Q0 = 1.414 GeV
Blue : Q = 3.16 GeV

(1‐loop, 2‐loop, 3‐loop)
Red : Q = 100.0 GeV

(1‐loop, 2‐loop, 3‐loop)

How does the u‐quark PDF evolve in Q?
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(Benchmark PDFs of 
A. Vogt)



Gluon PDF evolution :

Black : Q = Q0 = 1.414 GeV
Blue : Q = 3.16 GeV

(1‐loop, 2‐loop, 3‐loop)
Red : Q = 100.0 GeV

(1‐loop, 2‐loop, 3‐loop)

Examples from HOPPETHow does the gluon PDF evolve in Q?
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(Benchmark PDFs of 
A. Vogt)
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HOPPET – DGLAP evolution of PDFs

The “structure of the proton” depends on the resolving power of the 
scattering process. As Q increases …

PDFs decrease at large x
PDFs increase at small x

as we resolve the gluon radiation and quark pair production.
The momentum sum rule and the flavor sum rules hold for all Q.
These graphs show the DGLAP evolution for LO, NLO, NNLO Global Analysis.

B2



How large are the NLO and NNLO corrections?

U‐quark PDF at Q = 3.16 GeV;
blue ratio   u(2‐loops)/u(1‐loop)
red ratio   u(3‐loops)/u(1‐loop)

U‐quark PDF at Q = 100.0 GeV;
blue ratio   u(2‐loops)/u(1‐loop)
red ratio   u(3‐loops)/u(1‐loop)

Examples from HOPPET
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Gluon PDF at Q = 3.16 GeV;
blue ratio   g(2‐loops)/g(1‐loop)
red ratio   g(3‐loops)/g(1‐loop)

Gluon PDF at Q = 100.0 GeV;
blue ratio   g(2‐loops)/g(1‐loop)
red ratio   g(3‐loops)/g(1‐loop)

Examples from HOPPETHow large are the NLO and NNLO corrections?
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C. Some Results from
the CT10 Global Analysis
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HERA Combined Data
positron – proton Neutral Current DIS
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Positron‐proton 
Deep Inelastic 
Scattering

Q and x are the 
kinematic variables 
for Deep‐Inelastic 
Scattering.

The HERA 
combined data set
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HERA Combined Data
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HERA Combined Data : positron – proton Neutral Current DIS

This graph shows 
the REDUCED 
CROSS SECTION 
as a function of 
momentum transfer 
Q, for individual 
values of x.

(Q and x are the 
kinematic variables 
for Deep-Inelastic 
Scattering.)
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HERA Combined Data : positron – proton Neutral Current DIS

This graph shows 
the REDUCED 
CROSS SECTION 
as a function of 
momentum transfer 
Q, for individual 
values of x.

(Q and x are the 
kinematic variables 
for Deep-Inelastic 
Scattering.)





HERA Combined Data
positron – proton Charged Current DIS
electron – proton Charged Current DIS



HERA Combined Data
positron – proton Charged Current DIS



HERA Combined Data
positron – proton Charged Current DIS



HERA Combined Data
electron – proton Charged Current DIS



HERA Combined Data
electron – proton Charged Current DIS
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Inclusive Jet Production at the Tevatron
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Inclusive Jet Production in Run 2 at the Tevatron Collider ‐ CDF

The red curves are the theoretical calculations with CT10 PDFs.
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Inclusive Jet Production in Run 2 at the Tevatron Collider – D0

The blue curves are the theoretical calculations with CT10 PDFs.


